UM SEMINARIO SOBRE POLINOMIOS EXPONENCIAIS
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Consideramos as solugdes genéricas da equacgdo f(z) = 0 em C, onde f(z) =
p(z,exp(z)) e p(X,Y) € C[X,Y] é um polidmio irredutivel e ambas variaveis apare-
cem em p. Queremos provar que existem zp, zo, ... em C tais que sdo algebicamente
independente e p(z;,exp(z;)) = 0 para cada ¢ se a Conjectura de Schanuel for cor-
reta. Em [3], é provado que tal f tem que ter um ntimero infinito de zeros. Assim é
suficiente provar que para cada subcorpo algebricamente fechado K de C de grau de
transcendéncia finito, hd um ntimero finito de z € K tais que p(z,exp(z)) = 0. En-
tdo seja K um subcorpo de C de grau de transcendéncia d e colocamos I' := exp(K).
Podemos supor que os coeficientes de p e m estdo em K.

Lembrando a Conjectura de Schanuel:
Conjectura. Dados ay,...,qa, € C linearmente independentes, o grau de trans-
cendéncia de Q(ay, ..., an,exp(ai),...,exp(ay,)) sobre Q é pelo menos n.

1. As EQUACOES LINEAR NOS SUBGRUPOS MULTIPLICATIVOS

Nesta sec¢do vamos reduzir ao caso de um grupo de grau finito. Comecamos
com alguns notagoes e defini¢oes.

Definigées 1.1. Sejam (G,-) um grupo e H um subgrupo. Para n > 0, notamos
por G o subgrupo {¢" : g € G} de G. Dizemos que H é puro se HNGM = H"
para todo n > 0 e dizemos que H é radical se H é puro e tor(H) = tor(H).

Para A C G, notamos por [A]g e (A)¢ o subgrupo gerado por A e o subgrupo puro
gerado por A, repectivamente.

O seguinte é uma consequéncia facil da Conjectura de Schanuel.

Lema 1.2. O grau de K* NT € pelo menos d.

Demonstragio. Facil...

No restante desta sec¢do, consideramos as solugoes (em I') das equagdes linear

(‘k) )\11’1++)\n$n:17

onde \p,...,\, € K. Dizemos que uma solugdo ¥ = (71,...,7,) € I'" de (ED é

ndodegenerada se Y, \;y; # 0 para todo o subconjuto ndo vazio I de {1,...,n}.
i€l

Usamos o seguinte resultado de [I] para reduzir ao caso de ‘grupos multiplicativos
de grau finito’.

Lema 1.3. Sejam E C F corpos e sejam H < G subgrupos de F*. Suponhemos
H ¢ subgrupo radical de G. Entdo os condi¢oes sequintes sio equivalente

(1) para todos 0s A\1,...,\, € E, as solugées naodegeneradas em G da equagio
(E} estao em H.
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(2) Os elementos g1, ..., g, de G sao algebricamente independentes sobre E(H)
se eles sao multiplicativament independentes sobre H.

Isso permite-nos provar o seguinte.

Proposigao 1.4. Suponhemos a Conjectura de Schanuel é verdadeira. Entdo existe
um subgrupo I'* de grau finito de I tal que K>* NI C T e para todos 0s A1,..., A\, €
E, as solugoes naodegeneradas em I' da equacdo (E) estao em I'*.

Demonstracao. Dificil...

De acordo com este lema, temos a1, ...,as € K, que sao linearmente independentes

sobre m/—1 e T* = (exp(ay),...,exp(as)). Entdo as solu¢oes ndodegeneradas de
() sdo da forma

e, Geexp(TED))

para alguns n > 0, My,...,m; € Z° e (1,...,( € U (Aqui U denota o grupo de
raizes da unidade).

Em seguida, queremos mostrar que n pode ser considerado como 1. Usamos a
seguinte lema de [2].

Lema 1.5. Sejam E C F' corpos tais que todas as raizes da unidade de F' estao em
E. Supondo que G um subgrupo puro de E*, entao para todos 0s A1,..., A\, € E,
as solugdes niodegeneradas de (4) em (G)px estio em G.

Fixemos um subcorpo L de K finitamente gerado sobre Q(U) e que contenha
explar), .., exp(as).

Lema 1.6. Existem cy,...,cy € K tais que para todos os \i,...,\, € L, as
solugoes naodegeneradas de () em I'* estio em U - [exp(c1), ..., exp(cy)].

Demonstragao. No Lema tomar E =L, F =CeG = (exp(a1),...,exp(as))rx,
e usar a Proposicdo 2.2 (ii) de [4]...

Agradecimento: Gostaria de agradecer a Pedro Freitas para a ajuda com o portu-
gués.
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