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Bu konusmanin konusu ne degil?

Programlama

Soyut bilgisayar bilimleri
Kriptografi

Robot kolu (Hi¢ degil!)



Peki ne hakkinda?

Kombinatorik - Sayma
Geometri
Makine Ogrenmesi - Data Analizi

Biraz da facebook, amazon, vs.



Kombinatorik - VC Boyutu

X bir kiime, C ise X'in altkiimelerinden olusan bir koleksiyon.
Verilen bir AC X igcin ANC :={ANS : S € C} olarak tanimlansin.
Bunu C'nin A'dan kestigi kiimeler olarak diistinelim.

Ana tanim: Eger ANC = P(A) oluyorsa C, A'yi tuzla buz eder
diyelim. (ingilizcesi: shatter) (Yani A'nin her altkiimesini C ile
kesebiliyorsak.)

VC-Boyutu: Eger X'in d elemanli bir altkiimesi C tarafindan tuzla
buz ediliyorsa ve hi¢ bir d + 1 elemanli altkiimesi tuzla buz
edilmiyorsa, C'nin VC-boyutu d 'dir diyecegiz.



X=R,C={[ab]:abecR} (kapal araliklar).

A; = {0}. iki alt kiime: (), A; = {0}.




X=R,C=/{[ab]:abecR} (kapal araliklar).

A; = {0}. Iki alt kiime: 0, A; = {0}.




X=R,C={[a,b]:a,becR} (kapal araliklar).
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X=R,C=/{[a,b]:abecR} (kapal araliklar).

Ay = {0}. iki alt kiime: (), A; = {0}. T
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X=R,C={[a,b]:abecR} (kapal araliklar).

A; = {0}. iki alt kiime: (, A; = {0}.

Ay = {0,1}. Dért altkime: ¢, {0},
{1}, {0, 1},




X=R,C=/{[ab]:abecR} (kapal araliklar).

Ay = {0}. iki alt kiime: (), A; = {0}.

Ay = {0,1}. Dért altkiime: ¢, {0} , I
{1}, {0,1}.




X=R,C={[ab]:abecR} (kapal araliklar).
A; = {0}. iki alt kiime: (), A; = {0}.

Ay = {0,1}. Dért altkime: (0, {0}, [.v ]
{1}, {0.1}. J




X=R,C=/{[ab]:abecR} (kapal araliklar).

A; = {0}. iki alt kiime: (}, A; = {0}.
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X=R,C=/{[a,b]:abecR} (kapal araliklar).

A; = {0}. iki alt kiime: (, A; = {0}.

Ay ={0,1}. Dort altkiime: ¢, {0} , [, o]
{12}, {0,1}. L J‘




X=R,C=/{[ab]:abecR} (kapal araliklar).

A; = {0}. iki alt kiime: (, A; = {0}.

Az = {0,1}. Dért altkime: 0, {0},
{1}, {0, 1},

As = {0,1,2}. Sekiz altkiime
(listelemeyecegiz). {0, 2} altkiimesini
kapali araliklarla kesmek miimkiin degil!



X=R,C={[a,b]:a,becR} (kapal araliklar).

Ay = {0}. iki alt kiime: (), A; = {0}.

Ay ={0,1}. Dért altkiime: ¢, {0} ,
{1}, {0,1}.

As = {0,1,2}. Sekiz altkiime Bk ey Bt
(listelemeyecegiz). {0, 2} altkiimesini
kapal araliklarla kesmek miimkiin degil!

Demek ki bu C'nin VC-boyutu 2.



VC Boyutu - Tekrar

X bir kiime , C ise X'in altkiimelerinden olusan bir koleksiyon.
Verilen bir AC X igcin ANC :={ANS : S € C} olarak tanimlansin.
Bunu C'nin A'dan kestigi kiimeler olarak diistinelim.

Ana tanim: Eger ANC = P(A) oluyorsa C, A'yi tuzla buz eder
diyelim. (ingilizcesi: shatter) (Yani A'nin her altkiimesini C ile
kesebiliyorsak.)

VC-Boyutu: Eger X'in d elemanli bir altkiimesi C tarafindan tuzla
buz ediliyorsa ve hi¢ bir d + 1 elemanli altkiimesi tuzla buz
edilmiyorsa, C'nin VC-boyutu d 'dir diyecegiz.



Ornek 2

X =R2,C={Hype: a,b,ceR}
Habe = {(x,y) € R? : ax + by < c}.
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X =R2,C={Hpe: a,b,ceR}
Habe = {(x,y) € R? : ax + by < c}.




A1 = {p} olsun. Yine, A;'i bu C ile
tuzla buz edebilecegimiz agik.



A1 = {p} olsun. Yine, A;'i bu C ile
tuzla buz edebilecegimiz acik.

Az = {p, q}, iki elemanl bir kiime
olsun. Bu kiimeyi de yandaki gibi tuzla
buz edebiliriz.



A1 = {p} olsun. Yine, A;'i bu C ile
tuzla buz edebilecegimiz acik.

Az = {p, q}, iki elemanl bir kiime
olsun. Bu kiimeyi de yandaki gibi tuzla
buz edebiliriz.



A1 = {p} olsun. Yine, A;'i bu C ile
tuzla buz edebilecegimiz agik.

Az = {p, q}, iki elemanl bir kiime
olsun. Bu kiimeyi de yandaki gibi tuzla
buz edebiliriz.

A3z = {p, q,r}, lic elemanl bir kiime
olsun. Bu durumda farkli kombinasyonlar
olabilir. ilk olarak, bu ii¢c nokta ayni

dogru tizerinde olabilir Bu iic noktali kiimeyi tuzla

buz edemeyecegimiz acik.



A1 = {p} olsun. Yine, A;'i bu C ile
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A1 = {p} olsun. Yine, A;'i bu C ile
tuzla buz edebilecegimiz acik.

Az = {p, q}, iki elemanl bir kiime
olsun. Bu kiimeyi de yandaki gibi tuzla
buz edebiliriz.

Az = {p, q, r}, ii¢ elemanl bir kiime
olsun. Bu durumda farkli kombinasyonlar
olabilir. ilk olarak, bu iic nokta ayni
dogru lizerinde olabilir. Bir de ii¢
noktanin dogrusal olmamasi durumu var.



A1 = {p} olsun. Yine, A;'i bu C ile
tuzla buz edebilecegimiz agik.

Az = {p, q}, iki elemanl bir kiime
olsun. Bu kiimeyi de yandaki gibi tuzla
buz edebiliriz.

As = {p, q, r}, ii¢ elemanl bir kiime
olsun. Bu durumda farkli kombinasyonlar
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dogru lizerinde olabilir. Bir de li¢
noktanin dogrusal olmamasi durumu var.
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A1 = {p} olsun. Yine, A;'i bu C ile
tuzla buz edebilecegimiz acik.

Az = {p, q}, iki elemanl bir kiime
olsun. Bu kiimeyi de yandaki gibi tuzla
buz edebiliriz.

Az = {p, q, r}, ii¢ elemanl bir kiime
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A1 = {p} olsun. Yine, A;'i bu C ile
tuzla buz edebilecegimiz acik.

Az = {p, q}, iki elemanl bir kiime
olsun. Bu kiimeyi de yandaki gibi tuzla
buz edebiliriz.

Az = {p, q, r}, ii¢ elemanl bir kiime
olsun. Bu durumda farkli kombinasyonlar
olabilir. ilk olarak, bu iic nokta ayni
dogru lizerinde olabilir. Bir de ii¢
noktanin dogrusal olmamasi durumu var.



Simdi de doért elemanli bi kiimeye bakalim: A4. Yine bir kag
konfigiirasyon var ama tuzla buz edebilecegimiz kiimelerin
olabildigince bagimsiz olmasi gerektigini hissettik. Yani ilk ii¢
noktayi dogrusal secmemeliyiz. Dérdiincii noktada bu ilk di¢iiniin
“icinde” olmamali.



Simdi de doért elemanli bi kiimeye bakalim: A4. Yine bir kac
konfigiirasyon var ama tuzla buz edebilecegimiz kiimelerin
olabildigince bagimsiz olmasi gerektigini hissettik. Yani ilk iic
noktay! dogrusal secmemeliyiz. Dérdiincii noktada bu ilk Gicliniin
“icinde” olmamali. Boyle olmayan bir kiime alalim:



Simdi de dort elemanli bi kiimeye bakalim: A4. Yine bir kac
konfigiirasyon var ama tuzla buz edebilecegimiz kiimelerin
olabildigince bagimsiz olmasi gerektigini hissettik. Yani ilk iic
noktayr dogrusal secmemeliyiz. Dérdiincii noktada bu ilk iigiiniin
“icinde” olmamali. Bdyle olmayan bir kiime alalim. Ama yine de bu
kiimeyi de tuzla buz edemeyecegimiz acik:

cvek
.

« Hape
\f\-aw

Demek ki yariuzaylardan olusan bu C'nin VC-boyutu da 3.



Yine X = IR? olsun. Kavramlarimiz da
C = {[a,b] x [c,d] : a,b,c,d € R} olsun. Yani kenarlan koordinat
eksenlerine paralel olan dikdortgenler:




Yine tek elemanli ve iki elemanli kiimeleri tuzla buz etmek kolay.
Dogrusal olmayan iic elemandan olusan bir kiime de su sekilde tuzla
buz oluyor:



Yine tek elemanli ve iki elemanli kiimeleri tuzla buz etmek kolay.
Dogrusal olmayan ii¢ elemandan olusan bir kiime de su sekilde tuzla
buz oluyor:



Yine tek elemanli ve iki elemanli kiimeleri tuzla buz etmek kolay.
Dogrusal olmayan iic elemandan olusan bir kiime de su sekilde tuzla

buz oluyor:




Yine tek elemanl ve iki elemanli kiimeleri tuzla buz etmek kolay.
Dogrusal olmayan ii¢c elemandan olusan bir kiime de su sekilde tuzla

buz oluyor:
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Yine tek elemanli ve iki elemanli kiimeleri tuzla buz etmek kolay.
Dogrusal olmayan iic elemandan olusan bir kiime de su sekilde tuzla

buz oluyor:
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Yine tek elemanli ve iki elemanli kiimeleri tuzla buz etmek kolay.
Dogrusal olmayan ii¢c elemandan olusan bir kiime de su sekilde tuzla

buz oluyor:




Peki ya dért elemanh kiimeler? Yine tuzla buz olabilmesi icin en
azindan higbir noktanin digerlerinin olusturdugu poligonun icinde
olmamasi sarti var. Baska sartlar var mi? Mesela eger bu noktalar
bir dikdértgenin koseleriyse, verilen lic noktayr kesmek miimkiin
olmayacaktir.Bunlari saglayan bir kiime cizmeye calisalim:



Peki ya dért elemanh kiimeler? Yine tuzla buz olabilmesi icin en
azindan higbir noktanin digerlerinin olusturdugu poligonun icinde
olmamasi sarti var. Baska sartlar var mi? Mesela eger bu noktalar
bir dikdértgenin koseleriyse, verilen lic noktayr kesmek miimkiin
olmayacaktir. Bunlar saglayan bir kiime ¢izmeye calisalim:



Peki ya dért elemanh kiimeler? Yine tuzla buz olabilmesi icin en
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bir dikdértgenin koseleriyse, verilen lic noktayr kesmek miimkiin
olmayacaktir. Bunlar saglayan bir kiime ¢izmeye calisalim:



Peki ya dért elemanh kiimeler? Yine tuzla buz olabilmesi icin en
azindan higbir noktanin digerlerinin olusturdugu poligonun icinde
olmamasi sarti var. Baska sartlar var mi? Mesela eger bu noktalar
bir dikdértgenin koseleriyse, verilen lic noktayr kesmek miimkiin
olmayacaktir. Bunlar saglayan bir kiime ¢izmeye calisalim:



Peki ya dért elemanh kiimeler? Yine tuzla buz olabilmesi icin en
azindan higbir noktanin digerlerinin olusturdugu poligonun icinde
olmamasi sarti var. Baska sartlar var mi? Mesela eger bu noktalar
bir dikdértgenin koseleriyse, verilen lic noktayr kesmek miimkiin
olmayacaktir. Bunlar saglayan bir kiime ¢izmeye calisalim:
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Peki ya dért elemanh kiimeler? Yine tuzla buz olabilmesi icin en
azindan higbir noktanin digerlerinin olusturdugu poligonun icinde
olmamasi sarti var. Baska sartlar var mi? Mesela eger bu noktalar
bir dikdértgenin koseleriyse, verilen lic noktayr kesmek miimkiin
olmayacaktir. Bunlar saglayan bir kiime ¢izmeye calisalim:
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Peki ya dért elemanh kiimeler? Yine tuzla buz olabilmesi icin en
azindan hicbir noktanin digerlerinin olusturdugu poligonun icinde
olmamasi sarti var. Baska sartlar var mi? Mesela eger bu noktalar
bir dikdortgenin koseleriyse, verilen lic noktayr kesmek miimkiin
olmayacaktir. Bunlari saglayan bir kiime ¢izmeye calisalim:

—

Yani tuzla buz edebildigimiz doért elemanli bir kiime de bulmus
olduk. Demek ki C'nin VC-boyutu en az dért.



Peki ya bes elemanli kiimeler? Biraz onceki dort eleman iizerine bir
besincisini, yine bagimsizligi koruyarak koymaya calisalim:



Peki ya bes elemanli kiimeler? Biraz 6nceki dort eleman iizerine bir
besincisini, yine bagimsizhig koruyarak koymaya calisalim. Ama bu
durumda da su kiimeyi secemeyecegiz:
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Bu sorunu sol iistteki noktayi yukari iterek ¢cdzebiliriz ama diger
noktalar arasinda benzer sorunlar cikacaktir. Bes elemanli hic bir
kiimenin tuzla buz edilemeyeceginin detaylarini size birakiyorum.

Demek ki C'nin VC-boyutu 4'miis.



Bu orneklerden cikarilacak dersler

Bu ii¢c drnege baktigimizda, VC-boyutunun verilen C ailesinin
boyutu ile ayni oldugunu gordiik. Burada boyut dedigimiz sey nedir?
Ailenin bir elemanini belirlemek icin gerekli parametre sayisi. Genel
olarak bu dogru mu? Evet!

Teorem

Bir yari-cebirsel X C R™*" kiimesi verilsin. (Yani sonlu tane
polinom esitsizligini saglayan elemanlarin kiimesi.) Verilen bir
b e R" jcin

Xp={a€eR":(ab) e X}

kiimesi olsun ve her b icin X, bagl olsun ve i¢i bos olmasin. O

zaman
C = {Xb ibe Rn}

ailesinin VC-boyutu n’dir.



Baska dersler?

Bu drneklerdeki C aileleri olduk¢a geometrik. Genel fikir aileler bu
sekilde geometrik bicimde veriliyorsa VC-boyutu sonsuz olamayacagi
ve bu boyutu hesaplamanin ¢ok zor olamayacag.

Bir baska ders de n elemanli bir kiimenin biitiin altkiimelerini
kesemesek de kag¢ tanesini kesebilecegimizi saymanin énemli oldugu.
Bu kavrami matematiksel olarak anlamak icin bir tanim yapalim.



Tuz-buz Fonksiyonu

Yukaridaki gibi X kiimesi ve C ailesi verilsin.
mc:N— N
fonksiyonunu su sekilde tanimlayacagiz:

we(n) ;= max{m : n elemanh bir A C X i¢in |[ANC| = m}.

Bu tamimla, VC-boyutunu su sekilde ifade edebiliriz:

VC(C) = max{n € N : m¢(n) =2"}.



Tuz-buz Fonksiyonu

Bu fonksiyonu ilging yapan, VC-boyutundan biiyiik n'ler icin
polinomsal olarak artiyor olmasi.

Teorem (Sauer-Shelah)
VC(C) = d olsun. O zaman

OEDY () < (27 = o(n).
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Tuz-buz Fonksiyonu

Bu teorem sayesinde VC-boyutundan daha rafine bir 6l¢ii veren VC
yogunlugu'nu tamimlayabiliriz:

ve(C) :=inf{r € R : m¢(n) = O(n")}.

Mesela yukarida bahsettigimiz yari-cebirsel olarak tanimlanan C
ailesi icin VC-yogunlugu 1. Yani biiyiik n'ler icin, C verilen n
elemanli bir kiimenin n'nin sabit bir kati kadar alt kiimesini
kesebiliyor.



Dual Kavramlar

Yine X ve C yukaridaki gibi olsun. Verilen Ay,..., A, € C igin

S(A,.. A = [{ (AN X \NA)#0:1C{1L,....n}}|

icl ¢l

olarak tanimlayalim. Cok karmasik goziikse de aslinda sadece
A;'lerin Venn diyagraminda bos olmayan alanlarin sayisi.

Dual tuz-buz fonksiyonunu su sekilde tanimliyoruz:
mo(n) .= max{S(A1,...,Ap) 1 A1,..., A, € C}.

Bu tanimi kullanarak dual VC-boyutunu da tanimlayabiliriz.



Dual Kavramlar

Sunu size bir alistirma olarak birakiyorum:

Verilen bir (X, C) ikilisi i¢in 7} = mc+ olacak sekilde bir (X*,C*)
ikilisi vardir.

Boylece eger isimizi kolaylastiracaksa dual kavramlarla calismayi
tercih edebiliriz.



Makine Ogrenmesi

Bir drnek iizerinden gidelim. Asagida R? diizlemini dolar ve altinin
birbirlerine gdre durumu olarak diisiinelim ve elimizdeki verilere gdre

carpilar “dolar al" ve yuvarlaklar da “altin al" demek olsun.
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Makine Ogrenmesi

Bunlari birbirinden su sekilde ayirabiliriz:

A\~
A




Makine Ogrenmesi

Ama bunun yerine su sekilde ayirmak daha basit:




Makine Ogrenmesi

Ikinci ayirma, bir kac hata yapti ama oransal olarak cok fazla da
degil.



Makine Ogrenmesi

Bu &rnekte elimizdeki data yardimi ile gercek hayat hakkinda bir
tahmin yapmaya calistik. Simdi bunu matematiksel olarak ifade
etmeye calisalim.

Bir X kiimesi ve C verilsin. (Genelde X = R" olacak ve C'yi
6grenmek icin yardimci olan kavramlar olarak yorumlayacagiz.)

Bu X kiimesi iizerinde bir u olasilik él¢iisii olsun ve bu dl¢ii
kullanilarak C’nin bir C elemanin, N elemanli bir A data kiimesi
verildiginde yaptigi hatanin dlciisiinii H,(C, A) ile gosterelim.

Eger verilen verilen €,6 > 0 icin C'nin her elemani icin asagidakini
saglayan bir N5 > 0 varsa, C PAC-Ggrenilebilir dir denir:

p({A C XNes - H,(C,A) > €}) < 6.



Makine Ogrenmesi

Teorem (Vapnik-Chervonenkis)
Eger VC(C) = d ise C PAC-6grenilebilirdir ve verilen €,6 > 0 icin

2. 8d
Nes < max{ |og2(5) |og2(—)}

Bu teoremin bize verdigi yapabilecegimiz hatanin élciisii bize
verildiginde aday 6grenme kavramlarimizin ne kadar biiyiik érnek
kiimelerinde kontrol edilmesi gerektigi konusunda bir st sinir
vermesi. Bu st sinir VC-boyutu cinsinden. Sorun VC-boyutunu
hesaplamanin gercek hayat érneklerinde zor olmasi.



