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Baslik Bize Ne Anlatmaya Calisiyor?

Polinom Fonksiyonu Nedir?
frK™ = K" (X)) = (A(X), ..., f(X))

K bir cisim, fi,...,f, m-degiskenli polinomlar.
Baslik yanls:
f:K— K% f(x)=(x,0)

Tabii ki birebir ve tabii ki 6rten degil.
En azindan m = n olsa iyi olur gibi. Ama:

f:Q— Q; f(x):x3

Birebir ama orten degil.
Demek ki hangi cisimle ugrastigimiz da miihim gibi.



Dogru Onerme

Teorem (Ax-Grothendieck)

Bir f : C" — C" polinom fonksiyonu birebirse értendir.

* Bu teorem, C yerine herhangi cebirsel kapali bir cisim alindiginda
da dogru. Bizim bugiin gérecegimiz yontem ile o genellikte
kanitlanabiliyor.

* Ayrica, C" yerine herhangi bir cebirsel kiime V/(C) alinabilir; yani
verilen polinomlarin 0-kiimesi. Bu da bizim kanittan kolayca cikacak.
* Bu teorem C yerine R aldigimizda da dogru. Ama bunun kaniti
bizim kanittan hemencecik cikmiyor.

* C yerine sonlu cisim alindiginda sonucun dogrulugu cebirle alakasi
olmayan sebeplerden dogru.



n=1 Durumu

C cebirsel kapali. Demek ki sabit olmayan herhangi f : C — C
polinom fonksiyonu 6rten.

Eger havali konusmak istersek de Picard Teoremini kullanip birebir
(kompleks) analitik fonksiyonlar drtendir diyebiliriz.

f : R — R polinom fonksiyonu. Derecesi tekse orten. Derecesi ciftse
birebir degil.



Birazcik da Mantik - Formiiller

Modeller kurami cercevesinde calisirken, ele alacagimiz
matematiksel yapi ile ilgili olarak bir dil sabitleriz. Dil ile ne
kastettigimizin detayina cok girmeyecegim, keza bugiin sadece
L={+,-,—,0,1} dilini kullanacagz.

Sonra bu dildeki formiilleri belirleriz. Genelde burasi en ¢ok kafa
kanisikligina sebep olan nokta oluyor. O yiizden yukaridaki L
dilindeki formiillerin neler oldugunu kisaca detaylandiralim.

Bu dildeki terimler polinomlar ve en basit formiiller polinom
esitlikleri. Sonra polinom esitsizlikleri geliyor. Daha sonra da V ve A
ile bu tiir formiilleri bagliyoruz. En karmasik olan da niceleyiciler: 3
ve V. En kritik olan bunlarin sadece elemanlara uygulanabiliyor
olmasi; yani altkiimelere, fonksiyonlara vs. uygulanmiyor.

Serbest degisken icermeyen formiillere ciimle diyoruz.



Birazcik da Mantik - Dogruluk

Simdilik elimizde formel objeler olan formiiller var. Bunlarin tek
baslarina dogrulugu ya da yanhshgindan bahsedemeyiz. Bunun igin
bu dildeki yapilari tanitmak lazim: Bir kiime ve dildeki her semboliin
bir yorumu var. Dildeki sembol + diye bu semboliin yorumunun
toplama olmasi sart degil ama genelde 6yle olur. Mesela her halka

bir L-yapisi.

Bir ¢(x1,...,xn) formiili verilsin. Simdi verilen bir M yapisi ve
ae M" icin ¢'nin (M icinde) 3'daki dogrulugundan bahsedebiliriz.
Notasyon:

M = ¢(3).

Eger ¢ bir cimleyse, dogrulugundan bahsetmek icin bir 3’ elemani
almaya gerek yok.



Birazcik da Mantik - Teoriler

Bir teori sadece bir ciimleler kiimesidir. Biz burada her teorinin bir
modeli, yani icindeki her ciimleyi dogru yapan bir yapi, oldugunu
varsayacagiz. Bir teorinin tam olmasi her ciimle icin ya o ciimlenin
ya da tersinin o teoride olmasi demek. Ornegin verilen bir M
modelinin teorisi:

Th(M) := {0 : M |= o}.

isin asli her tam teori bdyle. Bu yiizden de cogu teori tam degil.

Su bir kenarda dursun:

Teorem

Verilen bir p > 0 icin karakteristigi p olan cebirsel kapali cisimler
teorisi tamdir. (Bu teoriyi ACF, seklinde gésterecegiz.)




Birazcik da Mantik - Kanitlanabilirlik

Tanimlamadan sizin sezginize birakacagim bir tanimdan
bahsedecegim: Bir teorinin bir climleyi kanitlamasi. Bunu T + o
olarak gosteriyoruz. Sadece bir drnek verelim: Mesela gruplar
teorisinde, ‘birim eleman tektir’ ciimlesi kanitlanabilir.

Sezgisel olarak makul gelecek olsa da bir sonraki teoremin ne kadar
miihim oldugunu ifade etmek icin yeterli kelime yok.

Teorem (Godel Tamlik Teoremi)

Her T teorisi ve o climlesi icin su dogrudur:

Tho<—=TkEo.

Sagdaki kavrami tanimlamadik: ‘o, T'nin her modelinde dogrudur’
demek.



Birazcik da Mantik - Bonus: Tikizlik Teoremi

lleride kullanmayacagiz ama tamlik teoreminden hemencecik ciktigi
icin sunu kayda gecirelim.

Teorem (Tikizlik Teoremi)

Bir T ciimleler kiimesinin modeli olmasi icin gerek-yeter kosul her
sonlu altkiimesinin modeli olmasidir.



Soruyu Mantiga indirgeme

Gostermek istedigimizi bir L-ciimlesi olarak yazmaya calisalim:
VE(VXVy(f(X) = f(Y) = X =y) = Vd3v(ad = f(V))).

Buradaki sorun Vf kismi. Onun yerine ‘derecesi en fazla d olan her
polinom fonksiyonu icin' yazabiliriz. . .

Bu ciimleye o4 diyelim.
Gostermek istedigimiz su sekilde ifade edilebilir: Her d > 0 igin

ClEog

Ya da
ACFy = aq.



ACF,

ACFg teorisini su sekilde ifade edebiliriz:
ACF: Cebirsel kapal cisimler teorisi; bunu L dilinde nasil ifade

edebilecegimiz iizerine biraz diisiinmek gerekli.

Xp: Her p > 0 igin bu tek bir ciimle ve p # 0 diyor. Ya da
1+---4+1#0.

Diyelim ki kanitlamak istedigimiz yanhs. Yani ACFg [~ 04. Demek

ki ACFgy = —0y4. Godel Tamlik Teoremi'nden dolay! da

ACFg F —oy4. Bir 'kanit’ sadece sonlu adim icerdigi icin ACFq

teorisinin sadece sonlu bir kismi bu kanitta kullaniliyor. Yani aslinda

ACFU{Xps,--->Xpm} F 04

olacak sekilde p1,..., pm asallar var. Bu durumda bu asallardan
daha biiyiik bir p asal aldigimizda

ACF, F —og4.



Demek ki karakteristigi p olan her cebirsel kapali cisimde —oy
ciimlesi dogru. Bu ciimleyi yeniden insan climlesi yaparsak:

Karakteristigi p olan her K cebirsel kapali cismi icin birebir olup
orten olmayan (ve derecesi en fazla d olan) bir f polinom
fonksiyonu vardir.

- . =n =n
O zaman yolumuza K = [, alarak devam edelim. f : F, — I, de
birebir olup 6rten olmayan polinom fonksiyonumuz olsun.

Bundan sonrasi cebir...



Ortenligi bozan eleman b = (by, ..., b,) € F; olsun; ayrica f icinde
gdziiken katsayilar da A C F, sonlu kiimesinden olsun. Son olarak
da k =F,(AU{b1,...,bs}) olarak tanimlayalim. lki seye dikkat
edelim:

k sonlu bir cisim.
f'nin k™'ye kisitlamasinin goriintiisii k"'nin icinde kaliyor. Yani

g=flin: k" = K"

bir polinom fonksiyonu. Ve g hala birebir. Ama sonlu bir
kiimeden kendisine gidiyor! Demek ki 6rten. Demek ki b, f'nin
goriintli kiimesinde ama ayni zaman da degil. Aradigimiz
celiski de bu.



